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理论作业二 量子测量与量子算法

1. 假设有初始化为 |1⟩ 态的量子寄存器若干，给出分别使用酉算子 𝐻、𝑋、𝑇、𝑆 进行

测量的结果。

• 𝐻: 进行谱分解得到 𝐻 =∑2
𝑖=1 𝜆𝑖 |𝑒𝑖⟩⟨𝑒𝑖|
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因此使用酉算子 𝐻 测量 |1⟩ 的结果为 |𝜑1⟩ = |𝑒1⟩ 的概率为 𝑃(𝜑1) =
⟨1|𝑒1⟩⟨𝑒1|1⟩ = 3−2
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2；为 |𝜑2⟩ 的概率为 𝑃(𝜑2) = ⟨1|𝑒2⟩⟨𝑒2|1⟩ = 3+2
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• 𝑋: 本征值 𝜆 = ±1，本征向量 | +⟩ = |0⟩+ |1⟩√
2 , | −⟩ = |0⟩− |1⟩√

2

得到 | +⟩ 概率为 𝑝1 = |⟨1| +⟩|2 = 1
2，得到 | −⟩ 概率为 𝑝2 = |⟨1| −⟩|2 = 1
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• 𝑆 = (10
0
𝑖): 实本征值 𝜆 = 1，对应本征态 |0⟩；虚本征值 𝜆 = 𝑖，对应本征态 |1⟩。

得到 |0⟩ 概率为 𝑝1 = |⟨1|0⟩|2 = 0，得到 |1⟩ 概率为 𝑝2 = |⟨1|1⟩|2 = 1

• 𝑇 = (1
0

0
𝑒𝑖
𝜋
4
): 实本征值 𝜆 = 1，对应本征态 |0⟩；虚本征值 𝜆 = 𝑒𝑖𝜋4，对应本征

态 |1⟩。

得到 |0⟩ 概率为 𝑝1 = |⟨1|0⟩|2 = 0，得到 |1⟩ 概率为 𝑝2 = |⟨1|1⟩|2 = 1

2. 证明 Grover 算法中的算子 𝐺 每次作用时使量子态向 |𝛽⟩ 方向旋转角度 𝜃。
• 证明：记 Oracle 搜索的目标基矢态组成的等权叠加态为 |𝛽⟩，与其正交的非目

标基矢态组成的等权叠加态为 |𝛼⟩。算法制备初始量子态为 |𝜓0⟩ = cos(𝜃2) |𝛼⟩ +
sin(𝜃2) |𝛽⟩ =

1√
𝑁
∑𝑁−1
𝑥=0 |𝑥⟩，其中 sin(𝜃2) = √

𝑀
𝑁 , cos(

𝜃
2) = √

𝑁−𝑀
𝑁 ，𝑀  为目标态

个数，𝑁  为总态数。

• 由 Grover 算法，算子 𝐺 = 𝐷𝑂，其中 𝑂 为 Oracle 算子，𝐷 = 2 |𝜓0⟩⟨𝜓0| − 𝐼，试

证明 𝐺 作用 𝑘 次后的量子态为 |𝜓𝑘⟩ = cos((2𝑘 + 1)𝜃2) |𝛼⟩ + sin((2𝑘 + 1)
𝜃
2) |𝛽⟩。

‣ 𝑘 = 0 时，直接成立。

‣ 由 归 纳 假 设 有  |𝜓𝑘+1⟩ = 𝐺 |𝜓𝑘⟩ = 𝐷𝑂 |𝜓𝑘⟩ = 𝐷(cos((2𝑘 + 1)𝜃2) |𝛼⟩ −
sin((2𝑘 + 1)𝜃2) |𝛽⟩)

‣ 定义 |𝜓⟂0 ⟩ = sin(𝜃2) |𝛼⟩ − cos(
𝜃
2) |𝛽⟩，则 |𝛼⟩ = cos(𝜃2) |𝜓0⟩ + sin(

𝜃
2) |𝜓

⟂
0 ⟩，

|𝛽⟩ = sin(𝜃2) |𝜓0⟩ − cos(
𝜃
2) |𝜓

⟂
0 ⟩

‣ 易 得 ， 𝐷 |𝜓0⟩ = |𝜓0⟩,𝐷 |𝜓⟂0 ⟩ = − |𝜓⟂0 ⟩， 那 么  𝐷 |𝛼⟩ = cos(𝜃2) |𝜓0⟩ −
sin(𝜃2) |𝜓

⟂
0 ⟩ = cos(𝜃) |𝛼⟩ + sin(𝜃) |𝛽⟩，𝐷 |𝛽⟩ = sin(𝜃2) |𝜓0⟩ + cos(

𝜃
2) |𝜓

⟂
0 ⟩ =

sin(𝜃) |𝛼⟩ − cos(𝜃) |𝛽⟩
‣ 代 入 归 纳 式 ， 即 得  |𝜓𝑘+1⟩ = cos((2(𝑘 + 1) + 1)𝜃2) |𝛼⟩ + sin((2(𝑘 + 1) +
1)𝜃2) |𝛽⟩，归纳成立。

• 那么，每次作用算子 𝐺 时，量子态均旋转角度 𝜃。
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3. 根据 Grover 算法中 𝑀、𝑁  的定义，令 𝛾 = 𝑀
𝑁 ，证明在 |𝛼⟩、|𝛽⟩ 基下，Grover 算

法中的算子 𝐺 可以写为 [ 1−2𝛾
2√𝛾−𝛾2

−2√𝛾−𝛾2

1−2𝛾
]。

• 证 明 ： 由 上 题 可 知 ，𝐺 |𝛼⟩ = cos(𝜃) |𝛼⟩ + sin(𝜃) |𝛽⟩,𝐺 |𝛽⟩ = − sin(𝜃) |𝛼⟩ +
cos(𝜃) |𝛽⟩， 其 中  sin(𝜃2) = √

𝑀
𝑁 , cos(

𝜃
2) = √

𝑁−𝑀
𝑁 ， 那 么  sin(𝜃) =

2 sin(𝜃2) cos(
𝜃
2) = 2√𝛾 − 𝛾2, cos(𝜃) = cos

2(𝜃2) − sin
2(𝜃2) = 1 − 2𝛾。

• 代入得到 𝐺 |𝛼⟩ = (1 − 2𝛾) |𝛼⟩ + 2√𝛾 − 𝛾2 |𝛽⟩,𝐺 |𝛽⟩ = −2√𝛾 − 𝛾2 |𝛼⟩ + (1 −
2𝛾) |𝛽⟩， 即 在  |𝛼⟩、 |𝛽⟩ 基 下 ， Grover 算 法 中 的 算 子  𝐺 可 以 写 为  

[ 1−2𝛾
2√𝛾−𝛾2

−2√𝛾−𝛾2

1−2𝛾
]。

• Bonus: 给出 RSA 算法加密、解密过程的证明，即证明明文为 𝑎 ≡ 𝐶𝑑mod 𝑛。

‣ 加密方通过 𝐶 = 𝑎𝑒mod𝑛 将明文 𝑎 加密为密文 𝐶。取 𝑒 模 𝜑(𝑛) 的乘法逆元𝑑，
使得 𝑒𝑑 = 1mod𝜑(𝑛)。取大素数 𝑝、𝑞，计算 𝑛 = 𝑝𝑞，并将 (𝑒, 𝑛) 作为公钥发布，

将 𝑑 作为私钥保密。

‣ 命 𝑒𝑑 = 𝑘𝜑(𝑛) + 1，若 gcd(𝑎, 𝑛) = 1，由欧拉定理，有 𝑎𝜑(𝑛) = 1mod𝑛，则 𝐶𝑑 =
𝑎𝑒𝑑mod𝑛 = 𝑎𝑘𝜑(𝑛)+1mod𝑛 = 𝑎mod𝑛，即明文 𝑎 ≡ 𝐶𝑑mod𝑛

‣ 若  gcd(𝑎, 𝑛) = gcd(𝑎, 𝑝𝑞) ≠ 1， 则  gcd(𝑎, 𝑝) = 𝑝 或  gcd(𝑎, 𝑞) = 𝑞。 不 妨 设  

gcd(𝑎, 𝑝) = 𝑝，则 𝑎 ≡ 0mod 𝑝，那么 gcd(𝑎, 𝑞) = 1。由欧拉定理，有 𝑎𝜑(𝑞) ≡
1mod 𝑞，那么 𝑎𝜑(𝑝)𝜑(𝑞) ≡ 1mod 𝑞
– 命  𝑎𝜑(𝑝)𝜑(𝑞) = 𝑚𝑞 + 1， 由 于  𝜑(𝑛) = 𝜑(𝑝)𝜑(𝑞) 那 么  𝐶𝑑 = 𝑎𝑒𝑑mod𝑛 =
𝑎𝑘𝜑(𝑛)+1mod𝑛 = 𝑎𝑘𝜑(𝑝)𝜑(𝑞)+1mod𝑛 = (𝑚𝑞 + 1)𝑎mod𝑛 = 𝑎mod𝑛， 即 明 文  

𝑎 ≡ 𝐶𝑑mod𝑛
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